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Mardi 16 juin 2020

Question du cours : (08 points)

1. L’équation x* — 4x — 16 = 0 admet une solution unique dans I’intervalle ]-3,3[.
f(x) = x* —4x - 16

(1) f est continue sur [-3,3]

(2) f(-3) = (-3)* —4(-3) - 16 = 77 etf(3) = (3)* - 4(3) - 16 = 53

On va tracer le tableau de variations de f :

(X)) =4x° -4 =4(x*-1) =4(x-1DX> +x+1)

X -00 -3 1 3 +00
7 (x) - 0 +
f +00 \‘ 19 /'Jroo

D’apreés le tableau de variations de f, I’équation f(x) = 0 admet deux solutions
a €] —o, 1] et B €]1,+x]

orf(-3) =77 >0donca €] —3,1[

or f(+3) = 53 > 0 donc B €]1,3[

Reponse : F : car il existe deux solutions a €] —3,1[ et 8 €]1,3[.

Remarque : méme si f(a)f(b) > 0 n’implique pas que f(x) = 0 n’admet pas de solution
TVI:SI (1) et (2) ALORS f(x) = 0 admet une solution.

2. La méthode de la sécante est une méthode dérivée de celle de Newton, donnée par la
suite :

Xne1 = f(Xn) — mﬁ

Réponse : F: car: Xpi1 = Xn — f(Xn)

Newton Xp.g = Xp — 20

oty O
Xn)—T(Xp=
f'(xn) ® =™
Donc la sécante :
f(Xn) = Xp — f(Xn) Xn—Xn-1 _ Xn(fXn)—f(Xn-1))—f(Xn) (Xn—Xn-1)

10n)~f(Xp_1) fxn)—f(xn-1) f(Xn)—f(Xn-1)
Xn—Xp_1

3. Une fonction F est dite strictement contractante sur un intervalle [a,b], s’il existe
ke[0,1] tel que Vx_1,x_2€ [a,b] on a: |F(x1) - F(x2)|<k|x1 - x2|.
Réponse : F : car : s’il existe ke]0,1[

Xn—Xn-1
f(xn)—f(xn-1)

Xn+1l = Xp —

4. Toute matrice symétrique définie positive est inversible.

RAPPEL : matrice SDP = S et ses mineurs fondamentaux >0

en particulier, le dernier mineur fondamental = det(A)>0m donc det(A)+ 0, donc la
matrice A est inversible.

Reponse : V : car matrice SDP = S et ses mineurs fondamentaux >0, en particulier, son
dernier mineur =det(A)>0, donc inversible.



abao
5. Considérons le systtme Ax=B avec A= b ¢ 0 |, laméthode de Gauss-Seidel

00d

associée a A converge si a>0,ac<b? et d>0.
La méthode de Gauss-Seidel converge si :
soit A est adsd : |a|>|b[+0 , |c|>|b[+0 et |d]>0
OU soit A est SDF :
(@) A est symétrique OK
(b) MF d’ordre 1 est : a>0
(c) MF d’ordre 2 est : ac-b>>0
(d) MF d’ordre 3 est : d(ac-b?)>0
Réponse : F : car : La méthode de G-S converge si : a>0,ac-b? > 0 et d>0.

Exercice : (05 points)

On se propose de déterminer une valeur approchée de la solution de I’équation :
f(x) = x—e2 (1)

1- (1 pt) Montrer que (1) admet une seule racine o comprise entre 0 et 1.

(a) La fonction f est continue sur IR en particulier sur [0,1].

(b) f(0) = —letf(1) =1-e2(=0.8>0=1-% = =L >0

(c) f est dérivable etona: f/(x) = 1 + 2e2 > 0 donc strictement croissante sur IR, en
particulier sur ]0,1[.

Finalement, d’aprés le TVI, (1) admet une seule racine o. comprise entre 0 et 1.

2- A I’aide de la méthode de Newton, déterminer une valeur approchée de a apres 3

itérations avec un point initial xo = 0. 00.
f(Xn)

X = Xn —
n+1 n ' (xn)
_ X _ Xn7672xn
n 14+2e~2n
_ Xnt2Xne XN—xpte PN (2xpt+l)e N
o 1e2xn T 1426720
Xq — (xp+l)e™®0  _ (2x0+l)e®0 1 1 0.33
1 (21_'_2%;2)(()2)( l+26—2><0 142 3 ~ .
X1+1)e™#*1
xp = Zurbe?1 g g7
2 JL2e 0
Xo+1)e™
X, = e 72 042

1+2e 22

Conclusion : o= 0.42
4- (1 pt) On se propose de résoudre (1) par la méthode du point fixe :

Pr+e 2

X =g(x) = 1.5 avec >0 (2)
a- Vérifier que (Z)Zest équivalente a (1). X—e 2 =077?
(2)Onax = ﬂxff[; = (1+B)X = Bx+e

S X+ X = Px+e X
& X =e X
=fx)=0 ()
b- Donner une condition suffisante sur B qui assure la convergence de la méthode du
point fixe sur [0 ,1] vers a.
La méthode du point fixe converge si la fonction g est strictement contractante sur [0,1].



Comme g'(x) = ;[ —2e > ] alors g'(x) = /5_12+e;x

Pour que |g'(x)| soit< 1, ¥x € [0,1], alors il faut :
B2
1+8 X )
p-2 p-2e72 p-2e"
Comme 0 < x < lalors-1 < ?0— g S g S g < 71

(A)Ona ﬂi;, < lcar:

b7 ] p-2e2<1+p
1+p
4:» -2e72 < 1 cette relation est vraie toujours

e -1-B<p-2
= 1<28
= % <p

Conclusion: -1 < g'(x) < 1si + < f.

c- Pour B=1 et en utilisant (2), déterminer une valeur approchée de a apres 3 itérations
avec un point initial xo = 0. 00.

Onax = g(x) = 2=
Xne1 = g(Xn) = @
X, = 270 _ 0,50
X, = X270 £ 0.43
X3 = 22272 £ 0.43

o~ 0.43

(B)-1< 1+ﬁ

Exercice 2 : (07 points)

4 2 1
Soit A la matrice definiepar: A=| 4 -6 2
8 2 1
1- Déterminer la factorisation LU de A en utilisant le procédé d’élimination de Gauss.
1 0 0
L=| + 1 0
+ 5 1
4 2 1 Li— L 4 2 1 e
4 62 |=>< La—l-4L1 | 0 81 |=< L« L
-8 2 1 L3<—L3—*TBL1 0 6 3 Ls < Ls— 5Lo
4 2 1
Finalement : L = 1 etU=| 0 -8 1
-2 00 &
1 0 0 4 2 1 4 2 1
Pour férifier : LU = 1 1 0 0 -8 1 = 4 -6 2 |=A
-2 21 0 0 & -8 2 1



OK

2- Soit a un réel donné, utiliser la décomposition LU, de la question précédente pour
calculer det(A),det(A"(-1) ) et résoudre le systeme AX=b ou b=(12a+2,20a-6,2)"T.

(@) det(A) = det(L) xdet(U) =1x1x1 x (4)x(-8)x %) = -120

(b) det(A?1) = detl(A) = =5
12a+2
(c) Ax =bavech = 20a -6
2
Axb«:»LUxb«:»{ Ly =b
Ux =y
y1 =12a+2 y1 =12a+2
Ly=b < y1+Yy2 =20a-6 = y, = 8a—8
—2y1— 2ys+ys =2 y3 = 30a
UX =Yy <
4X1 +2X2 + X3 = 12a+ 2 X1 = a
—8X2+X3 =8a-8 = x2=1
L x3 = 30a X3 = 8a
a
S= 1
8a

Exercice 4 : (04 Points)

On considere sur I’intervalle [0,1], le probleme de Cauchy suivant,

y'(X) = —y(X) +e*+e*
/ = f
(E) { Y(0) = 112 y'(x) = f(x,y(X))

1. (1 pt) Montrer que le probleme (E) admet une solution unique.

On pose f(x,y) = -y +eX + e~

ona %(x,y) = —1 est une fonction continue et bornée sur [0,1]. Donc le probleme (E)
admet une solution unique.

2. (1 pt) Déterminer la solution de (E).

y' = -y (Equation homogene)

la fonction nqlle est une solution, cherchons les autres solutions.

y =y ¥ =-1=Iny=x+C <= y=Ke* avecK e IR*

Conclusion, les solutions de y' = y sont : y(x) = Ke™* avec K € IR.

Pour résoudre I’équation compléte y'(x) = —y(x) + e* + e, on utilise méthode de
variation de la constante K :

c’est a dire, on considére la fonction : y = K(x)e™ (mon objectif est de calculer K=?)

Ona:y = K'(x)e™* - K(x)e™~

comme Y est une solution de (E), alors K'(x)e ™ — K(x)e™* = —-K(x)e™* + eX + e

o K'x)e* =eX+e*  xeX



= KX =e¥+1

= K(x) = 3e% +x+cte

Doncy = K(x)e™ = (Le? +x+ c)e™* = +e*+xe™ +ce*avec ce IR
ORy(0) = + ALORS 2 +0+c = +doncc =0

Finalement,y = 1e* + xe™

3. (1 pt) En utilisant la méthode d’Euler, donner avec 2 décimales exactes, une
approximation de y(0.1), y(0.2), y(0.3) et y(0.4).

Yir1 = Yi + hf(Xi,yi) f(x,y) = -y +eX+ e~

Xo = 0

X1 = 0.1

X2 =0.2

X3 =0.3

Xq4 = 0.4

donch = xj;1 —xj = 0.1
Yo =Y(0) = &

Y1 =VYo+0.1(-yo +e* +e*) = 0.65
Yo z0,79

y3 =0,92

ya =1,04

4. (1 pt) En déduire par la méthode des trapezes, une valeur approchée de I’intégrale,
| = j8-4( e+ xeX)dx
| = Lyo +2y1 + 2y2 + 2y3 + Y4]
= 21[0.5+2x0.65+2x0,79+2x0,92+1,04] = 0.31

ol\>|

Exercice 4

Le tableau suivant résume les mesures de la tension aux bornes d’une diode

t(s) 0 3 4 5

U(v) -8 4 0 2

En utilisant I’interpolation de Lagrange, estimer la tension de cette diode a t =4,2s.

o000 D) L e aviy - AN B o
Lo(X) = Gotoxator — 0aohos — e X~ 3)X-4)(x-5)
- 610x3+ éx —%x+1

_ X)X (x=x3) . (x0)(x=H(5) _ 1 _ _ _ 1y3_ 3y2, 10
Li(®) = G oo tate — Goeaes — 6 XX -HX=5) = gX° - 3xT+ X
L, = On va pas calculer ce polynéme!!!!!

X)) XXD)(x=X2)  _ x0Ox-3H(x4) _ 1 _ _ _ 1 y3_ 1.y2, 6
Ls() = Gootamta — Gocaes — 10XX~3X-4) = 35X — 35X+

P(x) = —8Lo(X) + 4L1(X) + OL(X) + 2L3(x)

= 8(—x3+ Ix2 - Ax+1) +4(Ex3 - 3x2+ Lx) +2(Ex3 - £x2+ £x)
=x3- 9x2+22x—8
P(4.2) = (4.2)° =9 x (4.2)2+22 x (4.2) -8 = —0.272



